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UNIDAD 7. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS. ceo ¡prin 


1. Monotonía en un intervalo. Condición suficiente de monotonía. 


Una función es creciente en un intervalo I si V a, b € I, siendo a < b, entonces f(a) < f(b) 
Una función es decreciente en un intervalo I si V a, b € I, siendo a < b, entonces f(a) > f(b) 


Una función es constante en un intervalo I si Va, b € I, siendo a < b, entonces f(a) = f(b) 


Condición suficiente de monotonía: dada una función f derivable en un intervalo I, 


—Si f(x)>0 Vx € I, entonces f es creciente en el intervalo I 


— Si f(x)<0 Yx € I, entonces f es decreciente en el intervalo I 

i ; > 7 x? 5x? i 3 
Ejemplo 1: para analizar la monotonía de la función f(x) = Fa +6x-1, se estudia el signo 
de su función derivada f(x) =x? -5x +6 
f(x) > 0 en (=o,2)U(3,+0) = fescreciente en (-oo, 2) U(3, + 00) 


f(x)<0en(2,3) => fes decreciente en (2, 3) 





Ejemplo 2: para analizar la monotonía de la función f (x) = a , se estudia el signo de su 
5 f 7 -2 
función derivada f(x) = =5 
(x-1) 


f(x)<0en (-o,1)U(1,+0) => fesdecreciente en (—<o, 1) U (1, + 00) 


El signo de la derivada es condición suficiente pero no necesaria 


Si una función es creciente en un intervalo, su derivada no tiene por qué ser positiva en todos 
los puntos de dicho intervalo. Por ejemplo, f(x) =x?* es creciente en cualquier intervalo que 
contenga a x = 0 y sin embargo, su derivada se anula en x= 0. 


Es más, una función puede ser creciente en un intervalo y ni siquiera ser derivable en algún 
punto del mismo. 
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2. Extremos locales. Condiciones necesaria y suficiente de extremo local. 


Una función tiene un máximo local en un punto (c, f(c)) si existe un entorno de c donde 
f(c) > f(x) Vx%X%c perteneciente a dicho entorno. 


Una función tiene un mínimo local en un punto (c, f(c)) si existe un entorno de c donde 
f(c) < f(x) Wx%c perteneciente a dicho entorno. 


Condición necesaria de extremo local: si una función f es derivable en un valor c de su 
dominio y tiene un extremo local en el punto (c, f(c)), entonces f(c) =0 


Esta condición es necesaria pero no suficiente. Por ejemplo, la derivada de f(x) =x*, que es la 


función f(x) = 3x?, se anula en x= 0 y sin embargo, f no tiene extremo local en x = 0. 
y 


Condición suficiente de extremo local: dada una función f dos veces derivable en un 
valor c de su dominio, 


—Sifí(c)=0 y f'(c)<0, entonces f tiene un máximo local en el punto (c, f(c)) 
—Si f(c)=0 y f'(c)>0, entonces f tiene un mínimo local en el punto (c, £(c)) 


Esta condición es suficiente pero no necesaria. Por ejemplo, f(x) =x* tiene un mínimo local en 
el punto (0, 0) y sin embargo, su derivada segunda se anula en x = 0. 


Puntos críticos de una función 


Dada una función f y un valor c de su dominio, se dice que el punto (c, f(c)) es un punto 
crítico de f si se da uno de estos dos casos: 

1) f no es derivable enx=c 

2) f es derivable en x =c pero f(c)=0 

En consecuencia, para hallar los extremos locales de una función, primero hay que hallar sus 
puntos críticos. 


Ejemplo 1: para hallar los extremos locales de la función f(x) = x? — 4x? + 5x +1, dado que es 


derivable en todo su dominio, se hallan los valores donde se anula f(x) = 3x? -8x +5 
f()=3x2-8x+5=0 > x=1xXs == 


f (x)=6x-8 > f(1)=-2<0 > f tiene un máximo local en el punto (1, 3) 


1 (x)=6x-8 > e5) =2>0 > f tiene un mínimo local en el punto E z) 





3° 27 
Ejemplo 2: para hallar los extremos locales de la función f (x) 2a 2z , dado que es derivable 
XxX — 
en todo su dominio, se hallan los valores donde se anula f(x) = o 
X — 
Como f(x) = Ter +0 VxeR-(1) = f notiene extremos locales 


(x -1) 
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; 5 9-x? 
Ejemplo 3: para hallar los extremos locales de la función f(x) = 5 
—2x? +16x -30 
primero hay que hallar sus puntos críticos. 


Six<3 > f(x)=9-x? > f(x) =-2x 
f(x)=-2x=0 > x=0 > 
Pla 3 PO -s 


El punto (0, 9) es un punto crítico de f 
f tiene un máximo local en el punto (0, 9) 


Six >3 > f(x) =-2x? +16x -30 > f(x) =-4x+16 
f(x) =-4x+16=0 > x=4 > 
Posa = Mb 


El punto (4, 2) es un punto crítico de f 
f tiene un máximo local en el punto (4, 2) 


En x = 3 la función es continua pero no es derivable ya que 
(3) =-—6 + fi (3) = 4 
Por lo tanto, el punto (3, 0) es un punto crítico de la función. 


¿Cómo saber si hay un extremo local en el punto (3, 0)? 


f(x)<0en(0,3) = f es decreciente en (0, 3) 
f(x)>0en (3,4) => fes creciente en (3, 4) 
f es continua en x = 3 


si x<3 


si x>3 





Por lo tanto, f tiene un mínimo local en el punto (3, 0) 





Ejemplo 4: para hallar los extremos locales de la función f(x) = |x| = f PER X 
X si X2 


hay que hallar sus puntos críticos. 


Six<0 > f(x)=-x > f(x)=-1+40 VxeR 
Six>0 > f(x)=x > f(x)=1+0 VxeR 
En x = 0 la función es continua pero no es derivable ya que f’ (0) =-—1 + f{(0)=1 
Por lo tanto, el punto (0, 0) es un punto crítico de la función. 

¿Cómo saber si hay un extremo local en el punto (0, 0)? 


f(x)<0 en (—~,0) = f es decreciente en (—%, 0) 
f(x)>0en(0,+0) = f es creciente en (0, +00) 
f es continua en x= 0 


Por lo tanto, f tiene un mínimo local en el punto (0, 0) 





si x<0 


primero 
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3. Curvatura en un intervalo. Condición suficiente de curvatura. 


Una función es cóncava / convexa en un intervalo si su gráfica queda por debajo / encima 
(respectivamente) de la recta tangente a la curva en cada uno de los puntos del intervalo. 










Punto de Convexa 


inflexión 


Punto de 


Convexa inflexión 


Cóncava 


Condición suficiente de curvatura: dada una función f dos veces derivable en un 
intervalo I, 


— Si f(x)>0 Yx € I, entonces f es convexa en el intervalo I 


— Si f(x)<0 Yx € I, entonces f es cóncava en el intervalo I 


Ejemplo 1: para analizar la curvatura de la función f(x) =x? — 3x? +5x —2, se estudia el signo 
de su función derivada segunda f(x) = 6x — 6 


f(x) >0en(1,+%) => fesconvexa en (1, + 0o) 

f (x)<0en(=x,1) => fescóncava en (—o, 1) 

Ejemplo 2: para analizar la curvatura de la función f(x) =x* — 6x? +12x?, se estudia el signo 
de su función derivada segunda f'(x) =12x? — 36x + 24 

f(x) > 0 en (-o,1)U(2,+0%) => f es convexa en (—o, 1) U (2, + œ) 


f(x)<0en (1,2) => fescóncava en (1, 2) 





Ejemplo 3: para analizar la monotonía de la función f(x) = 2 , se estudia el signo de su 


X pn 
función derivada segunda f(x) = 2 
(x-1) 
f(x)>0en(1,+=) = fesconvexa en (1, +00) 
f(x) <0 en (—~,1) = f es cóncava en (-oo, 1) 
; ; 3 ea x? si x<1 ; 
Ejemplo 4: para analizar la monotonía de la función f(x) = i , se estudia 
-x2 +4x-2 si x21 


el signo de su función derivada segunda. 
Six<1 > f”(x)=2 > f(x)>0en(-o,1) = fesconvexa en (—%,1) 


Six>1 > f(x)=-2 > f(x)<0en(l,+%œ) = fescóncava en (1, +00) 
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4. Puntos de inflexión. Condiciones necesaria y suficiente de punto de inflexión. 


Una función tiene un punto de inflexión en un punto (c, f(c)) si la función pasa de convexa a 
cóncava o viceversa en dicho punto. 


Graficamente, en un punto de inflexión, la recta tangente en dicho punto pasa de estar por 
debajo a estar por arriba de la gráfica o viceversa. En otras palabras, la recta tangente 
atraviesa a la curva en un punto de inflexión. 


Condición necesaria de punto de inflexión: si una función f es dos veces derivable en un 
valor c de su dominio y tiene un punto de inflexión en el punto (c, f(c)), entonces f(c) =0 


Esta condición es necesaria pero no suficiente. Por ejemplo, la derivada segunda de f(x) =x?*, 


que es la función f(x) =12x?, se anula enx=0 y sin embargo, f no tiene punto de inflexión 
en x = 0 (tiene un mínimo local). 


Condición suficiente de punto de inflexión: dada una función f tres veces derivable en 
un valor c de su dominio, 


Si f(c)=0 y f”(c)+0, entonces f tiene un punto de inflexión en el punto (c, £(c)) 


Ejemplo: para hallar los puntos de inflexión de la función f(x) = x? — 3x? + 6x +3, se hallan los 
valores que anulan a su función derivada segunda f(x) = 6x — 6 


f(x)=6x-6=0 > x=1 


fM()=6 > f(1)=6%0 > f tiene un punto de inflexión en el punto (1, 7) 


Generalización de las conclusiones obtenidas al derivar sucesivamente una función 


Sea f una función n veces derivable en un valor c de su dominio, tal que la derivada de orden n 
sea la primera que no se anula en x = ç, es decir, 


f(c)=0, fc)=0, fc)=0, ... ,faD(c)=0, f(c) +0 


— Sin es impar, entonces f tiene un punto de inflexión en el punto (c, £(c)) 
— Sines par y f™(c)>0, entonces f tiene un mínimo local en el punto (c, f(c)) 
— Sines par y f™(c)<0, entonces f tiene un máximo local en el punto (c, f(c)) 


5. Representación gráfica de funciones. 


Para la representación gráfica de una función, hay que saber determinar algebraicamente 
cualquiera de los aspectos que a continuación se enumeran: 


1. Dominio de la función. 

2. Puntos de corte con los ejes. 

3. Intervalos de monotonía y extremos locales. 
4. Intervalos de curvatura y puntos de inflexión. 
5. Asíntotas verticales, horizontales y oblicuas. 
6. Ramas parabólicas. 
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